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�k�·���ÎÞÎÙ��mÛT�����[�>� be��¼È¼ZtPv ¡ ��¼Ô|�x¬ÅÔt!ÀT��©«� ��t�| ¡ �*¼Í�Tt!æ����i����u±��©«�Tyi���£t(vI� ¡ tP¤(��uT�T�¦�i����u
��³[� ¡ tc�Tyit*¤(��uT�T�¦�i�¦��uTt*�Î¤(��ywyit(¤(�i�¦��u´t�Â£²����i����uGq *Rt@¤*��uTvw�¦� t!ycí¨t�Âf² ��� �i�±� ¡ t � � � ¡ t*�¦z�t*u£������²Tt
��³[� ¡ t@}I��� �µ��¤(t@���[t(y$���i��yZ��uÎ�Ô�T��©����¦uÏ � î�Õ!°
	� � î*Õ!°�q �V¡ t@�T��©����¦uÎ��vP¤(���£t!yit*��xfÅ��»¯BÕ�	«¯BÕ
z�yi�¦� ��uT���Tt*¤(��©«�[��vwt(���¦u���¼Z�¾t*Âf² ���bvw²Bx[�T��©����¦u v(q

Ã�uâÌ���z�²Byit¾ÐBq � � ¡ t¾uT��uT¸(t(yi�Át*�¦z�t(uf�����¦² t(v¨��³g� ¡ t»t(ywyi��y¨�Tyi������z£���i�¦��uâ©����wyi��Àâ��yit«v ¡ �*¼cu
³
��yM� ¡ �¦vcvw���i²����i����uGq

� ¼Zt*���£t»t(��z�t*u£�£t(¤(�i��yive��³�� ¡ t2t(ywyi��ye�Tyi������z£���i����uº©����wyi��À�x[t ¡ �*��t ¡ ��yi©¾��uT��¤2�[t!yw�[t*uT�T��¤!¥
²T�µ��y��i�â� ¡ t���u£�it!yi³·��¤(t�q:�ev«¼Zt��T�RuT������uT¤*�¦²T� t�� ¡ t*© ³���y�� ¡ t���� �i�¦©¾��¸*���i�¦��uG|P¼Zt��T�RuT���
uTt*¤(t(vwvi��yi����Å´� ��©«�´� ¡ t(vwt@t(��z�t(u£�£t(¤(�i��yivg¼c�¦� ¡ � ¡ t@¤(��uTv��wyi² ¤!�it(�Î�¦u£�it(yi³
��¤*t@¤(��²B���¦��uTz2©����wyi�¦À���v
��uT�T��¤*���it(��xfÅÎ� ¡ t¨��¼Zt(�¦��t¨yi�¦z ¡ �i©¾��v��� 8 Ë ¥�v±¶·u �«� t!æ����i����u[¹P��u�Ì��¦z�²ByitÔÐTq � q
� ¼Z����³>� ¡ t*vwt»t*�¦z�t*u£�£t(¤!�i��yivÔ��yit»¤*��uTuTt(¤(�it(�ª�i�Î� ¡ t y ¥�¤(��©«�[��uTt(u£�±��³6� ¡ t»t*�¦z�t(uf��t*¤!�i��y]� ¡ ���
¤(��ywyit*v��[��uT�Tv»�i� � ¡ t � � � ¡ t*�¦z�t(uf�����¦² tÎ��³V� ¡ tÎ��yi�¦z���u ���Pt*�¦z�t*u£������²Tt´�Tyi��x ��t(©9�´� ¡ t(vwtÁt(��z�t(uB¥
�£t(¤(�i��yiv»¤���uÈu ���»xGtÎ¤(��u£�wyi�����¦t*�Í���¾�����g¼c�¦� ¡ � ¡ tÎ��u£�it(yi³
��¤(tÎ¤*��²T� �¦��uTzâ©����wyi��ÀRx[t*¤*��²TvwtÎ� ¡ t
���[t!y$���i��y2ç �¦vÔv ¡ �¦³��it(�âxfÅº� ¡ �¦v � � � ¡ t(��z�t(u£������²Tt���uT�â� ¡ t!yit*³���yit«vw��uTz�²T�µ��y±��uâ� ¡ t«�T�¦yit(¤(�i�¦��u
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no deflation, nonzero eigenvalues of  M−1 N                                             
 u deflated, nonzero eigenvalues of  P M−1 N P                           
detected eigenvectors and  u deflated, nonzero eigenvalues of  P’ M−1 N P’

Ì���z�²ByitÔÐTq � � �V¡ tÔt .[t(¤(�M��³I� t!æ����i����ubq
��³�� ¡ t2¤(��ywyit(v��G��u �T�¦u z´t*�¦z�t*u£�£t(¤!�i��y*q@Ã�u � ¡ t±¤*��ywyit(¤!�i����u t�Âf² ���i�¦��u � ¡ t2���Gt!y$���i��y@v��$�*ÅBv@¼Zt(���¦¥
¤(��uT� ���i����uTt(�Ï�T²Tt¾�i�Î� ¡ t«�Tyi���%t*¤!�i����u 
ä� ¡ ���Ô�Tt(æ����it(v¨�Tyit(¤*�¦vwt*��Åº� ¡ �¦vÔ�T�¦yit(¤(�i�¦��uGq´~¬�¦uT¤*t«� ¡ t
t!ywyi��yI�Tyi������z£���i��ym��yi��z���u ���it(vI³�yi��© � ¡ tPt(u ¡ ��u ¤(t(�2���Gt!y$���i��ym�¦u±� ¡ tP¤(��ywyit(¤(�i�¦��u±t*Âf² ���i�¦��uG|�� ¡ ��v
�Tyi����t(¤(�i�¦��u �¦ve��¤!�i² ������Å���uT¤*��yw�G��y$���it*� �¦u�� ¡ t±t!ywyi��yc� yi������z£���i��y]��u ��� ¡ t � � Ë ¥�ve���c�G��vw�¦�i����u v
Ó��»��u � Ó��«�¦u�Ì���z�²ByitÔÐTq � v ¡ ��¼Y� ¡ t¨�[��vw���i�¦�£tÔt .[t*¤!�*q
�V¡ tÔ��� ¡ t!yct(��z�t(u£�£t*¤!�i��yivV¼c��� ¡�¡ ��yi©«��uT��¤¨x[t ¡ �*�¬����yM�[t!yw�Gt(uT�T��¤(² ����yM�i�«� ¡ t¨�¦uf�it!yi³·��¤*t¨¤���u�x[t
¤(��u£�wyi�����¦t*�Í¼c�¦� ¡ ��uT³
��yi©����i����u:³µyi��© � ¡ t�vwt*��yi¤ ¡ vw²Bx�v�����¤(t ��³]¢£��¤(��x �¦¥�§¨�*�¬���Tvw��u:���ivwt*�¦³�� �¦u
�Ty$��¤!�i��¤(t���u t�v��$��yw�iv¾� ¡ t�¤(��©«� ²B�$���i����u®¼c�¦� ¡ � ¡ t�����yiz�t(v��´t(��z�t(u£������²Tt*v���uT�Í¼ ¡ t*uj��ywyi�¦�£t(�
��� � � � ¡ ��uTt�|6� ¡ tªÕ����µ��yiz�t(v��«t(��z�t(u£�����¦²Tt*v2¼c��� ¡ ¤(��ywyit*v��[��uT�T��uTzªt*�¦z�t(uf��t*¤!�i��yiv»��yit����¦yit*���BÅ
¤(��©«� ²B�it*�º��uT��¼c�����kx[t±�Tt(æ����it(� ³�yi��©è� ¡ t±���[t!y$���i��y �ÎqM§]t(æ����i�¦��u�¼c�¦� ¡ � ¡ t(vwtÎÕ������¦yit*���BÅ
¤(��©«� ²B�it*�Át(��z�t(u£�£t(¤(�i��yivV�By$��v��i��¤*���¦�¦Å´yit(�T²T¤*t(vV� ¡ t]��x vw����²B�it]������²Tt(v(| ��vZ� ¡ t �/^fË ¥�vc���Z� ¡ t ¡ ��yw¥
��¸(��u£�$���G�[��vw�¦�i�¦��uTveÓBÕ�î { {W{ î�Ó )«��uT�ºÓ��¬î { {W{ î_) � v ¡ �*¼���u�Ì���z�²ByitÔÐTq � q

Ì yi��©K� ¡ �¦vÔt(ÀB��©«� ��t«¼Zt«��t*��yiuTt*�â� ¡ ���Ô� t!æ����i����uÏ©��*Å ¡ t(�¦�â�i��¤*�¦² v��it!y¨� ¡ t»����yw�±��³g� ¡ t
v��[t*¤!�wyi²T©Y� ¡ ���b¼Zt>¤���uÔu ���I¤(��u£�wyi����¼c�¦� ¡ � ¡ t>¤(��²B� ���¦u zM����y$��©«t(�it!yiv(|���uT�Ô� ¡ t(yit(³
��yit6��©«�Tyi���£t(v
� ¡ tc¤*��uT�T�¦�i�¦��uT��uTz±��³�� ¡ tM�Tyit*¤(��uT�T�¦�i����u t(�´¤(��ywyit(¤(�i�¦��u¾t�Âf² ���i�¦��uGq �V¡ tMyit(©����¦u �¦uTz±����yw�g��³[� ¡ t
v��[t*¤!�wyi²T©�|T� ¡ ���c�¦vM� ¡ t¨t*�¦z�t*u£������²Tt(vM� ¡ ���@��yit¨��u�¤*��u£�wyi���g¶·�¦u �T�¦¤����it(�ÁxfÅÎ� ¡ tÔ�T���w�it(������uTt(vc�¦u
Ì��¦z�²ByitÔÐTq � ¹$|T¤���u�x[tÔ� ��©«�[t(��t(�£t(u�©¾��yit¨¼c��� ¡ �«v��wyi��uTz�t!yc���T�i��©¾�¦¸*t(��¤(��²B� ����uTzTq

�[� ç ���
	 �·��ÛT�����[�Ià�� *U�¦� ¡ � ¡ tZyit*vw²T���iv6³�yi��© � ¡ tM��u����¦ÅBvw�¦v>³
��y6� ¡ tZ��¼Z�¨vw²BxG�T��©¾����u¾¤*��vwt
¼c�¦� ¡ ¤(��uTv��$��u£�M¤*�¬t!Ò�¤(��t(u£�ivM�¦uºÇ$Ð»¼Zt]¤���u���¤(¤*²By$���it(�¦Å´t(v��i��©¾���it]���T�i��©����G�¦u£�it(yi³
��¤*t]¤(��²B� ����uTz
©����wyi�¦¤*t(v � ³
��y@©¾��yitÔ� ¡ ��u���¼Z�´vw²Bx[�T��©����¦u v(|�����yi�µ��x��¦t±¤*�¬t!Ò�¤(��t(u£�iv(|[��uT�º¤(��©«� ���¦¤����it(� z�t!¥
��©¾t!�wyi��t(v(q
�evc��u��¦���¦² v��wy$���i����u�¼ZtÔz��¦�£t]��¼Z�¾uf²T©¾t(yi�¦¤����kt(ÀB��©«� ��t(v(| ³
��ycv��[t(¤*��Æ�¤Ô�Tt!�$�����¦vV¼Zt¨yit*³�t(yV�i�º Õ(°�q

�[�·��� ô Û ����Û�Ü 	 Ù«���GÙ��r�f�
ÙB����à�� Ã�u2� ¡ �¦v6t!ÀT��©»���¦tZ¼ZtZ���¦��²Tv��wy$���itZ� ¡ tZt .[t(¤(�i���£t(u t(vwv���³ � ¡ t
�Tt(�it!yi©¾�¦u����i����u ��³m��u£�it(yi³
��¤(t±¤(��²B���¦��uTz´©����wyi�¦¤*t(v � ³���y@t*�¦z�t*u£������²TtÔ�Tyi��x ��t(©¾vc¼c�¦� ¡ ����yi����x ��t
¤(�¬t(Ò¾¤*�¦t*u£�iv(q
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Ì��¦z�²ByitÔÓ¬q�Õ ��Êg��z�t(u£������²Tt*vZ��³G� ¡ t@t(ywyi��yP�Tyi������z£���i�¦��uÁ©¾���wyi�¦À���³G� ¡ te¤(��ywyit(¤(�i�¦��u´t�Âf² ���i�¦��uÎ³���y
��u����Gt!y$���i��yV¼c�¦� ¡ �«�µ��yiz�tV�%² ©»�kq

åP��uTvw���Tt!yc� ¡ t¨³
���¦����¼c�¦u z¾���[t!y$���i��yM¼c�¦� ¡ �«�µ��yiz�tV�%² ©»�/�

0jò 55 �  ��¶ y ¹ 55 � ° 8 55 y  ��¶ y ¹ 55 y °M¼c�¦� ¡ ��¶ y ¹>ê �� � Õ�³
��y ��� y�� � { � ÓÕ � � � ³
��y � { � Ó � y�� � { ��ÓÕ�³
��y � { ��Ó � y � Õ
�Tt(Æ uTt(�U��u  � î � ° 	Y � î*Õ!°�q *Rtª³
�f¤*²TvÎ��u`� ¡ tª����yiz�t(v���t(��z�t(u£������²Ttª��³¨� ¡ ��vÁ���Gt!y$���i��y*|M� ¡ t
¤(��ywyit*v��[��uT�T��uTzet*�¦z�t*u£�£t(¤!�i��y��¦vm� ¡ tP©¾��v��6vw©¾�f��� ¡ ��u tZ��©¾��uTz]���¦�¬t(��z�t(u£�£t*¤!�i��yiv(q �V¡ tP�T��©����¦u
��vZ� t(¤(��©«�[��vwt(�Á�¦uf�i�2��¼Z�»t�Â£²����[vw²BxG�T��©¾����uTvZ¼c�¦� ¡ � ¡ ÅBvw�¦¤����Gvw�¦¸*t(v± � î�Õ!° 	ª � î*Õ!°b��u �Ï�Õ�î � ° 	
 � î�Õ!°�|���uT��¤(���£t!yit(��xfÅ��´¯¬Õ	 ¯BÕ¨z�yi���Gq(M��vwt(�Á��u��2�¦�¬¤*���[���T�i��©«��¸*���i����uÎv��wy$���it(z�Åª�Õ�|�Ç$ÐBq ¯�°�|B¼ ¡ ��¤ ¡ ²Tvwt*vPyit*vw²T�¦�ivZ��³b� ¡ te¤*��u v��$��uf�
¤(�¬t(Ò¾¤*�¦t*u£�iv@¤*��vwt�|�¼Zt2�Tt!�it(yi©«��uTt*�º��� �Tyi���Tyi�����it±������²Tt(v@³
��yc� ¡ t±�¦uf�it!yi³·��¤*tÔ¤*��²B� ���¦uTzÎ©¾���wyi�¦À[q
Ì��¦z�²Byit�ÓfqµÕ´v ¡ ��¼cv2� ¡ t�t*�¦z�t*u£������²Tt(v2��³Z� ¡ t´¤(��ywyit*v��[��uT�T��uTzºt!ywyi��y2�Tyi������z£���i�¦��ur©����wyi��À[q�Ã'�
v ¡ ��¼cv6� ¡ tVt .[t(¤(�i���£t(u t(vwv���³ � �mvw©�������t!ygt(��z�t*u£������²Tt(v�yit*vw²T�¦�>�¦u¾³·��v��it(y6� ��©«� ��uTz¨��³�� ¡ tVt!ywyi��yiv(qÌ ��y6� ¡ tZ���T�i��©«��¸*���i����u2� ¡ yit*tP������²Tt(v���³	�P�g��yitZ¤*��uTvw�¦� t!yit(�bq �V¡ ��v
�P�6©���yw½Bvm� ¡ tVvw²Bx[�T�¦�B�¦vw����u«�¦u
¡ ��yi©¾��uT�¦¤±��uT��t!À¬�[��uTt(uf�i�����[x[t ¡ �*�¬����yM�[t!yw�Gt(uT�T��¤(² ����yM�i�»� ¡ t¨��u£�it!yi³·��¤(t¨��³k� ¡ t¨t*�¦z�t*u£�£t(¤!�i��yiv
��³�� ¡ t2t!ywyi��ye�Tyi������z£���i�¦��uº©����wyi��À[q@Ì���y]¤(��uTv��$��u£�]¤(�¬t(Ò¾¤*�¦t*u£�ivc¼Zt2¼Zt!yit»��x ��t±�i�´�Tt(�it!yi©¾��uTt
� ¡ t¨�Tyit(¤*�¦vwt�|TÆTÀBt(�Á�����¦²TtÔ��³��P��q>Ì ��yc����yi����x ��t¨¤*�¬t!Ò�¤(��t(u£�ivV� ¡ t]������²Tt¨��³��P�M����yi�¦t*v(q

Ã�³±¼Ztâ¤*��u ¤(t(uf�wy$���itâ��u � ¡ tÏt(��z�t(u£������²Tt*v����Á� ¡ t ¡ ��yi��¸(��u£�$���]�[��vw�¦�i�¦��uTv�ÐTî�Ófî { {W{ î�Ó �È�¦u
Ì��¦z�²Byit¾Ó¬qµÕ�|[� ¡ t*u ¼Zt»vwt(t2� ¡ ���*|G¤(��©«����yit(�º�i�´� ¡ t»�¦�¬¤*���m���T�i��©¾�¦¸����i�¦��uº¼c��� ¡ �P��¶
� ¡ t�� � Ë ¥�v�¹$|
� ¡ t*vwt»t*�¦z�t(uf�����¦² t(vÔ��yit»¤*�¦��vwt!y¨�i�Á¸*t!yi�Á³
��y¨� ¡ t»���¬¤*�������T�i�¦©¾��¸*���i����uª¼c�¦� ¡ �P� 8 Õ�¶
� ¡ t ���Ë ¥�v�¹$q
~f�T|k³
��y]����yi����x ��t«¤(�¬t(Ò¾¤*�¦t*u£�iv(|b� ¡ t«��²B�i¤(��©¾t«��³>� ¡ �¦v¨t!À¬�[t(yi�¦©¾t*u£�Ô�¦uT� �¦¤����it*v]� ¡ ���]� ¡ t»������²Tt
��³��P�@v ¡ ��²T����uT���Mx[tÔ¤ ¡ ��vwt*u��i�¬�«v ¡ ��yw�bq

Ì yi��© � ¡ t´Æ z�²ByitÁ�¦�»¤���uÈx[tÎ¤*��u ¤(��²T�Tt(�È� ¡ ���*|6t!ÀB¤*t!�T�«³���y¾�º¤(��²B� ��tÎ��³M��²B�i���¦t(yiv«���»� ¡ t
¡ ��yi��¸(��u£�$��� �[��vw���i����uTv@Õ�î � î�¯¬î ) � î )BÕ�îf��uT�c) � ¶
¼ ¡ �¦¤ ¡ ¤*��u�x[tc¤(��u£�wyi�����¦t*�¾x¬Å¾�Tt!æ����i����u´��uT��Ä���y
� ¡ t��]ywÅB���*�ª��¤*¤(t(��t!y$���i����u�¹$|[� ¡ t«���f¤����m���T�i��©¾�¦¸����i�¦��uâv��wy$���it(z�Å�ÅB��t(���TvÔ��uªt .Gt(¤!�i�¦�£t»�¦uf�it!yi³·��¤*t
¤(��²B���¦��uTz¾©����wyi�¦À � q

�[��Ö[� + ����Ùª��ØbÛ��`�_#2�Íà��kÜ>�k�[áÏÛ��·�Ià�� Ì���ye� ¡ �¦vet(ÀT��©«� ��t�|�¼Zt2v��$��yw�e¼c��� ¡ ��uºt(��z�t(uB¥
������²Ttg�Tyi��x ��t(©�� ¡ ���m��vI� t!Æ uTt*�2��u±��¼Z�eviÂf² ��yitPvw²Bx[�T��©����¦uTv���³Tt�Â£²����fvw��¸(t�q �V¡ tPvw²BxG�T��©¾����uTv



� ����������	
��������������������������������������
��yit¨¤*�*�£t(yit(�ÁxfÅ��])�¯ 	2)�¯«vw²Bx z�yi�¦�bq �V¡ tÔuf²T©±x[t(y@��³Ivw²BxG�T��©¾����uTvc��vM��uT¤(yit*��vwt(��xfÅÎ����v��i��uTz
��uTt(¼÷vw²BxG�T��©¾����uº��³�� ¡ t2vi��©«t2vw��¸(t�q]~f�´¼Zt±©¾�¬�Tt*�m��¤ ¡ ��uTu t(�I� ¡ ���@x[t*¤(��©¾t(v@�µ��yiz�t!yet���¤ ¡
�i��©«t�q * �¦� ¡ ¢£��¤*��x ��¥�§Ô�(�B���Tvw��u®¼ZtÁ¤(��©«� ²B�it���u®���T� yi�*ÀB��©����it�vw���¦²T�i�¦��u®��³M� ¡ tÁt(��z�t*uB�����¦y
� ¡ ���e¤*��ywyit(v��[��uT�Tve�i��� ¡ t2�µ��yiz�t*v��]t(��z�t(u£�£t(¤(�i��ye��³�� ¡ tÔ��¼Z��¥��T��©¾t(uTvw����u ����}I��� �µ��¤*t2���Gt!y$���i��y*q
ÊP��¤ ¡ v��it!�«��³�¢£��¤(��x �¦¥�§¨�*�B�¦� vw��u«¼ZtZ² vwtZÐ]v��it!��vm��³ � ¡ t �]ywÅB�����2©¾t!� ¡ �¬��sepºÑcÊV~Á � °B�Tyit(¤*��uT¥
�T�¦�i�¦��uTt*�Î¼c��� ¡ � ¡ te�Tyit(¤*��u �T���i����uTt!yVx���vwt*�Á��uÁ�T��©�����u��Tt(¤*��©«�[��vw�¦�i�¦��uGqZse���£t*u��2uf²T©±x[t!yc��³
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